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E = mc2.
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LIJDE FLCCLA LQDE@I>LA? >A C@IJ CLODT F�@FJ LK IJD I@NGD? >A IJ>? ?DFI>LA @QQG>D?
LAG� IL C@IJ CLODTG
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�EDFDO>AM @A� ?�CNLG N� �+*( QBI? IJD G>AD IJELBMJ IJD ?�CNLGP @? >A IJDKLGGL�>AM D�@CQGD?%
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BLB F@A FLAIELG IJD ?>�D LK IJD KLAI N� B?>AM IJD B?B@G ?QDF>RF@I>LA NDKLED DAIDE�
>AM C@IJ CLODT 9LE D�@CQGDP ����!-� �!2�-); 0" � ���⇒ (x÷y)+z T 9LAI
?I�GDP JL�DHDEP OLD? ALI @QQG� IL C@IJ CLOD NDF@B?D C@IJ CLOD J@? >I? L�AP ?DQ�@E@ID KELC ID�I CLODT BLB F@A C@#D C@IJ KLAI? NLGOK@FD N� ?QDF>K�>AM ��*�-��(/
NDKLED DAIDE>AM C@IJ CLODT 9LE D�@CQGDP ���*�-��(/ �2�+�0�+���+��⇒ x� +

y� = z� T 4LID IJ@I ��*�-��(/ >? ?BEELBAODO N� IJD NE@FD?. LIJDE�>?DP C@IJ KLAI?
�LBGO EDC@>A NLGOP DHDA �JDA GD@H>AM @AO ED�DAIDE>AMT �JD KLGGL�>AM >GGB?IE@ID?
IJ>?P �JDED B ∪ C >? NLGOK@FD >A IJD RE?I F@?DP @AO EDIBEA? IL ALEC@G ?I�GD >A IJD?DFLAO F@?DT
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LAG� IL GDIIDE?P O>M>I? @AO @FFDAI?P NBI ALI IL ?QDF>@G C@IJDC@I>F@G ?�CNLG?T 9LE
D�@CQGDP



�� � �	�� ����

���*�-��(/��()�-� ��()��&�;�'����*()��&�*;�!�)+��
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 ���%������	 Ã×~⊗ ��"�� ���%��� Ã× 1̃⊗ 2���� ����& ���%���
Ã× 1̃⊗ 2�2�� ����� ���%�%% ~A× ~1⊗ 2

�JD F@GG>ME@QJ>F ?I�GD @QQG>D? LAG� IL F@Q>I@G GDIIDE?P F@B?>AM BA>AIDAODO ED?BGI?
�JDA @QQG>DO IL LIJDE ?�CNLG?P @? ?JL�A >A �@NGD NNT �JD F@GG>ME@QJ>F @GQJ@NDIGLL#? G>#D IJ>? F@AO >I >? @H@>G@NGD LAG� >A C@IJ CLODG%

ABCDEFGHIJKLMNOPQRST UVWXYZ.
4E>ID ���'�� �� � � � ,� IL QELOBFD P = A+ B . �>IJLBI IJD NE@FD?P IJD F@GG>�ME@QJ>F KLAI? EDC@>A >A D�DFI% ��'�� � � � � ,�⇒ P = A+ B T�EDD# GDIIDE? @ED ODRADO LAG� >A C@IJ CLODP @AO IJD� @ED ?QDF>RDO N� ?QDGG>AM
IJDC @? #D��LEO?T 9LE D�@CQGDP IL QELOBFD

α− β = ∆− δ
�E>ID �* ���./� � ���(� � ����(� � �-��(� �,T 6? �@CQLEI -�P QT C60 ?@�?P
0�@#>AM �EDD# GDIIDE? >? @? D@?� @? π FLE ΠG2 F�E>IIDA ��.)� LE ���)�GT F4LI
DHDE� �EDD# GDIIDE >? >AFGBODO � ?DD 6QQDAO>� �@NGD 6MTG �JD ���(/�" OLD? ALI
C@#D �EDD# GDIIDE? NLGOK@FDT 4D FLBGO B?D ��*�-��(/ IL @FJ>DHD IJ>?P NBI IJDED
>? @ Q@F#@MD IJ@I ALI LAG� QELH>OD? IJD NLGOK@FD KLAIP NBI @G?L QELOBFD? QELQDE
?Q@F>AMT $A IJD QED@CNGD ?QDF>K� �<&�.�'��-�����P IJDA �������(��⇒β T
�)= "?,/5.12- ,2$ 	,?.,&'3 �.
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�JD MDADE@G KLEC >? �"!�'�:9�<=V;8=���<:8�(:V;8=�P �JDED IJD ABCDE@ILE
@AO ODALC>A@ILE F@A ND @A� D�QED??>LAT �DED >? @ CLED FLCQGD� DSB@I>LA >A C@IJ
O>?QG@� CLOD%

A =
x2 + yα

1 + η
x2+1

,

�E>IIDA @? �* � � �"!�'�2�
�0����./������"!�'���(���2�
����# �,T 4LID JL�
IJD ?>�D? LK IJD KE@FI>LA? @O8B?I @BILC@I>F@GG�T

DLCD C@IJDC@I>F@G ?�CNLG? @O8B?I IJD>E ?>�D IL RI IJD D�QED??>LAT �@NGD NE
?JL�? ?LCD LK IJD CL?I FLCCLA LK IJD?DP @AO $ QED?DAI CLED D�@CQGD? NDGL�T $A
IJD F@?D LK IJD >AIDME@G?P ALID IJD B?D LK �# NDI�DDA IJD >AIDME@AO @AO dx T �J>?
>A?DEI? @ ;/(: )�V7< FFLCQ@ED IJD ED?BGI? N� �E>I>AM IJD D�QED??>LA �>IJ @AO �>IJLBI
IJD �#GT
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xi
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 ∫ �)+(
∫ b

a

f(x) dx �)+(���� "!2"�#-2

����������� () ���"(! �!)-/("
(

x

1 + y

)
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{∑

i

xi

}
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	������� [] ���"( * �!)-/(,
[∫ ∞

0

f(x) dx

]
���"( *�)+(� ��)+"(0 "!2"�#-2�!)-/(,

$A �����P ?�CNLG? �JL?D ?>�D �LB �LBGO �@AI IL @O@QI IL D�QED??>LA? @ED
MDADE@GG� OD?>MADO IL OL ?LT 9>MBED? 6� @AO 6� >GGB?IE@ID IJ>? �>IJ @ALIJDE D�@CQGDP
�J>FJ B?D? IJD �&�!( @AO �.!*- KBAFI>LA?%



�� � �	�� ����

�� ���	
���	�����	�������
�� ����
� ���������� ���
 ������	���
�

����	
 �������������� ������
�
 ���





��

������ ��
 �����	
� #���� #����� �����
� �� ������ ��#

√√√√√
∏N

n=1

(∑
i∈In

xn
i

)
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√∑
i∈I∞

xi
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4LI>FD IJ@I DHDA IJLBMJ >I >? �E>IIDA >A C@IJ O>?QG@� CLODP IJD >AO>FD? LA IJD

?BC? @AO QELOBFI @QQD@E @? IJD� �LBGO >A G>ADT ����� FLCQ>GDE? C@#D 8BOMCDAI?
@NLBI IJD G@�LBIP NBI �LB F@A KLEFD D>IJDE LK IJD I�L ?I�GD? �>IJ IJD �-)&.��0&(0��
@AO �(�2(&(0�� FLCC@AO?T 9>MBED? C1 @AO CN >GGB?IE@ID IJ>?T
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$A ID�I CLOD �LB F@A KLEFD IJD O>?QG@� ?I�GD LK QG@F>AM IJD?D ?BN?FE>QI? @AO

?BQDE?FE>QI? LA KBAFI>LA?P @? �DGG @? ?>�>AM IJD D�QED??>LAP @? IJLBMJ >I �DED >A
O>?QG@� CLODT 9>MBED CE M>HD? CLED D�@CQGD? IL FLCQ@ED >A G>AD ID�I @AO O>?QG@�
CLODP B?>AM �(�2(&(0�� @AO �-)&.��0&(0�� IL LHDEE>OD IJD ODK@BGI KLEC KLE IJD
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CLODT �JD 0ODK@BGI2 >? ALI @G�@�? QEDO>FI@NGD. >A Q@EI>FBG@EP C@IJ O>?QG@� CLOD
OLD? ALI @G�@�? B?D -)&.��0&(0��T
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�@NGD N6 ?JL�? ?�CNLG? B?DO >A GLM>F@G D�QED??>LA?T 9LE D�@CQGDP IL J@HD
(x ∈ A⇒ x ∈ B)⇔ (A ⊆ B).

�E>ID �* !2�)+ ���)-/(�!!*1 2�)+ ," ���"(!)-/(�!!*1 !��&<�&�(�� ,"K �,
�L J@HD

∀x∃y 3 [P (x) ∧Q(y)].

�E>ID �* �"*!��� 2��2)&(& 0�+) *�!2"�1�--� �!0", K �,
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 #�"� #2"	�
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������
 ���" �� �� ������� ���� 2��  ����
�'��������
 ������3�� ∃ �����%����!����
 ������3�� ∀ �����		
�������� ¬ ����
����������� ∨ ����
����������� ∧ ������
�"�
������� → �����%�����

⇒ �����%���������!�
���� ⇔ ����%����%�����
≡ ������

���� ���� 3 ���



�� � �	�� ����

�JD SB@AI>RDE? >A IJ>? G@?I D�@CQGD ?DDC @ N>I FEL�ODOP ?L �D C>MJI �@AI
IL @OO ?LCD ?Q@F>AM NDI�DDA IDEC?T $A C@IJ CLOD @ KBGG ?Q@FD >? LNI@>ADO N�
?QDF>K�>AM �� @AO @ J@GK ?Q@FD N� �#T �DED >? JL� D@FJ GLL#?%

�"*!��� 2 ��2)&(& 0 ⇒ ∀x∃y�"*!��� 2�# ��2)&(& 0 ⇒ ∀x∃y�"*!��� 2�� ��2)&(& 0 ⇒ ∀x ∃y
F�JDED @ED LIJDE ?Q@F>AM FLCC@AO?P >AFGBO>AM ADM@I>HD ?Q@F>AMP ?JL�A >A 6Q�QDAO>� �@NGD 6'TG

�@NGD NC ?JL�? ?LCD EDG@I>LA? KLE LEODEDO ?DI? FND?>OD? IJL?D LA IJD #D�NL@EO%
� � �GT �DED @ED ?LCD D�@CQGD?%

!��)+"(0# , � ��2�+) 2 ���  �� ⇒ (−∞, 0] = {x 3 x ≤ 0}
����.!�' ��) ���<); ��) �&<'' ��� ⇒ aj ≺ bi ≡ bi � aj

�"*!��� 0�#��2 3 2�+*(�.!�' 0��
�+*(�&<�&�( ��'�� �� ⇒ ∀y {x : x 6≺ y} 6⊂ A

��	
� ��
 ����� ��
������
��
����� �� �� ������� ���� 2��  ����

��� ���� �� ����
 ≤ ���
������� ���� �� ����
 ≥ �-�
��� ����
 6= �+�
�������� ≺ �.!�'
�������� �� ����
� � �.!�'��
�������� � �&<''
�������� �� ����
� � �&<''��

4D J@HD ?DDA JL� IL DCNDO C@IJ CLOD >AIL ID�IP NBI �D F@A @G?L OL IJD
EDHDE?D �>IJ IJD ���*2 FLCC@AOT ALCQ@ED D@FJ LK IJD KLGGL�>AM%
xi < 0foralli = 1, . . . �E>IIDA @? �2�) �  "*! ��� )��#�-*(&�
xi < 0

KLE @GG i = 1, . . . �E>IIDA @? �2�) �  � "*! ��� �)��#�-*(&�
xi < 0

KLE @GG i = 1, . . . �E>IIDA @? �2�) �  ���*2� "*! ��� � )��#�-*(&�
�JD RE?I G>AD QL>AI? LBI IJ@I NG@A#? CD@A ALIJ>AM >A C@IJ CLODP @AO @GG GDIIDE?

@ED >A IJD C@IJ KLEC LK >I@G>F FALI SB>ID IJD ?@CD @? IJD >I@G>F >A ID�I CLODGT �JD
B?D LK ���*2 >? Q@EI>FBG@EG� FLAHDA>DAI >A C@IJ O>?QG@�CLODP�J>FJ $ ?J@GG >GGB?IE@ID
>A IJD AD�I ?DFI>LAT



��� 	����� ��� ��������� ��

�)! �??,�- ,2$ ��@,5.12-
�JD ���� DAH>ELACDAI >? IL C@IJ CLOD �J@I I@NBG@E DAH>ELACDAI >? IL ID�I CLODP
@AO CLEDT $I J@? IJD KLEC%

���-)+��!!�0��78U9�: )�<7)�8�;(8:)
�=); =8. )�<7 ��TTTUV); =8. )�<7 -�� 8�;(8:)0
��+-��!!�0�

�JD FLGBCA ?QDF>RF@I>LA? @AO LQI>LA? @ED IJD ?@CD @? >A IJD I@NBG@E DAH>ELACDAIP
NBI IJD NLO� >? >A C@IJ CLODT �JD KLGGL�>AM I@NGD J@? ID�I JD@ODE? @AO C@IJ
NLO�P ?L >I F@A ND MDADE@IDO >A D>IJDE LK I�L �@�?% �>IJ IJD I@NBG@E DAH>ELACDAIP
B?>AM IJD C@IJ CLOD OD?>MA@I>LA KLE D@FJ NLO� DAIE�% �T T T�P LE �>IJ IJD @EE@�
DAH>ELACDAIP B?>AM ���*2 KLE D@FJ JD@ODE DAIE�T

�@E>@NGD ABEEDAI �@GBD �>C>I
x 1.234567 1
y −9.87 −12.2

�J>? F@A ND MDADE@IDO N� D>IJDE LK IJD KLGGL�>AM I�L �@�?%
����������		��
����
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 � ������ �		��
 �����
 � ����������
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���� � 
���� �� ������
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��	����� �  �		��
 ����� � ����
 �� ������
��� � � ����	
��� � � � � ��
��� � �
���� � � �
���� � �� ������

�����
�����	

��������
�	


BLB F@A @G>MA @ ?DE>D? LK DSB@I>LA? IL @QQD@E IJ>? �@�%

x = 5.2
y = 2.5
z = 7.7 (= x+ y)



�� � �	�� ����

�JD @NLHD �@? QELOBFDO N� IJD KLGGL�>AM B?D LK C@IJ O>?QG@� CLOD F�J>FJ >?
@G�@�? FDAIDEDOG%

�* ���-)+��!!�0���'��
2 ��� �K
 ��
0 ��� 
K� ��
� ��� �K� �� !� 2�0"

��+-��!!�0�
�,

�JD �� ?QDF>RD? @ ?Q@FD. LIJDE�>?DP �K� !� 2�0"⇒ 7.7(= x+ y) T6ALIJDE DAH>ELACDAI >? ������� T �J>? >? G>#D @ 6�FLGBCA @EE@� �>IJ ?QDF>RF@�I>LA? ��'��P @? @NLHDP NBI D@FJ EL� >? ABCNDEDO%

x = y FNG
y = z FEG

F6ALIJDE O>�DEDAFD >? IJ@I IJD DSA@EE@� DAH>ELACDAI B?D? -)&.��0&(0��TG 4D B?D
IJD DSA@EE@� DAH>ELACDAI O>EDFIG� F�>IJLBI DAIDE>AM C@IJ O>?QG@� CLODGP ?L IJD
@NLHD >? QELOBFDO N� IJD KLGGL�>AM%

���-)+���+�!!�0�
2 ��� 0 ���������+ 320� ��
0 ��� � ���������+ 30��

��+-���+�!!�0�

�JD ������ ?I@IDCDAI? @ED IL >GGB?IE@ID IJ@I �D F@A EDKDEDAFD IJD?D N� �E>I>AM
!�!�"���+ 320�" IL QELOBFD FNG @AO !�!�"���+ 30��" IL QELOBFD FEGT F4LID IJ@I
�!�" M>HD? 8B?I IJD ABCNDE. Q@EDAIJD?D? @ED @OODOTG

�JD EDG@I>LA ADDO ALI G>IDE@GG� ND @A DSB@I>LA. @A�IJ>AM FLBGO ND B?DO KLE IJD
C>OOGD FLGBCAT 9BEIJDEP IJDED @ED I>CD? �JDA �D ADDO IL B?D CLED IJ@A LAD G>ADKLE @A �DSB@I>LAP >A �J>FJ F@?D �D ADDO IL ?BQQED?? IJD ABCNDE>AM LK @GG NBI LAD
LK IJD EL�?T 9>MBED? C6 @AO CC M>HD @A D�@CQGDT �JD �+*+<���! FLCC@AO F@B?D?
AL ABCNDE IL ND @??>MADO IL IJD RE?I Q@EI LK IJD ?DFLAO DSB@I>LAT

�JDED >? @G?L @A ������� � DAH>ELACDAIP �J>FJ >? IJD ?@CD @? DSA@EE@�P NBI
�>IJLBI IJD DSB@I>LA ABCNDE?T �JDED >? AL @QQ@EDAI @OH@AI@MD IL IJ>? ?>AFD IJD
?@CD ED?BGI F@A ND QELOBFDO N� IJD LEO>A@E� @EE@� DAH>ELACDAIP ?QDF>@G>�DO IL IJ>?
FLGBCA ?QDF>RF@I>LAT $I OLD?P JL�DHDEP GDI B? FJ@AMD LBE C>AO D@?>G� @? IL �JDIJDE
LE ALI IL >AFGBOD DSB@I>LA ABCNDE? N� ?>CQG� @OO>AM LE EDCLH>AM IJD � KELC IJD
DAH>ELACDAI ?QDF>RF@I>LAT

9LE @ ?>AMGDP ABCNDEDO DSB@I>LAP IJDED >? IJD �����	�� DAH>ELACDAIT �J>? QL?D?
AL Q@EI>FBG@E @OH@AI@MD LHDE ?QDF>K�>AM ��+�!!�0 @AO CDEDG� DAIDE>AM LAD EL�
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� ��������� ����� 
�
� � ��
� � ��	���� � ��	����������
�����
 � ��	����������
�����


� ��������	 ��
� � �������

���������		��


������ ��
 ��	
��
� ��!����"��� #����� �����
� �� ������ ��#

x
�� ����
 �� y

��#

y � a + b + c + d

Ψ
+

e + f + g + h

Φ
+

I + K + J + L
��#

������ ��
 ��	
��
� ��!����"��� ����
� �#����� �� ������ ��#

FD�FDQI IJ@I FLGBCA ?DQ@E@ILE? F�G @ED ALI B?DO >A IJD DSB@I>LA DAH>ELACDAIGT6A@GLMLB? IL ������� �P IJDED >? IJD �����	��� DAH>ELACDAIP �J>FJ ?BQQED??D? IJD
DSB@I>LA ABCNDE>AMT �L >GGB?IE@IDP 9>MBED? C' @AO CM ?JL� JL� IL QED?DAI @ C@IE>�
DSB@I>LAT 6G?LP ALID JL� x′ >? ?QDF>RDOT �@NGD N' ?JL�? LIJDE �@�? IL ODALID IJD
IE@A?QL?D LK @ HDFILET

��	
� ��
 ��������� �& � ������
���� 2��  ���� �� �� �������
�� ⇒ x′

��% ⇒ xt

��� ⇒ xT

��
���%���
��� ⇒ xT

��
��(��
�%��� ����� ⇒ xT
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���
 ��� �� ��� �� ���

������		��
 �	���
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����


������ ��
 �����' �������� #����� �����
� �� ������ ��#

Ax′ =

[
1.1 1.2 1.3

21.0 22.0 −2.1

]


x1

x2

x3


 .

������ ��
 �����' �������� ����
� �#����� �� ������ ��#
6EE@� DAH>ELACDAI? F@A ND AD?IDOP @? >GGB?IE@IDO >A 9>MBED? C� @AO C�T 4L�I>FD JL� IJD HDEI>F@G G>AD �@? OE@�A N� IJD FLGBCA ?QDF>RF@I>LAP �'�'�P @AO IJD

JLE>�LAI@G G>AD ?DQ@E@I>AM IJD NGLF#? >? LNI@>ADO N� ?QDF>K�>AM �/�)+� NDKLED IJD
?DFLAO EL� LK IJD LBIDE @EE@�T

�� ����
 � ��������		��
����

��������		��
����
 �����
 � �����
 � �����
 ��

�����
 � �����
 � �����

������		��

� � �� ������

� � ��������		��
���
 !����
 � !����
 �� !����
 � !����

������		��


������		��
 �	���
�
��

������ ��
 ������ ����2� #����� �����
� �� ������ ��#




A11 A12 A13

A21 A22 A23
0

0
B11 B12

B21 B22




������ ��
 ������ ����2� ����
� �#����� �� ������ ��#



��� 	����� ��� ��������� ��

4D F@A DAFGL?D C@IJDC@I>F@G D�QED??>LA? >A @ NL�P ?LCDI>CD? B?DO KLE DCQJ@�?>?T 9LE D�@CQGDP
�"�*2�� ���-)+��!!�0���'��

�-)&.��0&(0���)+(� ��)+"(0 2�����(�< 2��#-2
��� �-)&.��0&(0���"!�'�����(�<� �� ��
��� �-)&.��0&(0���*)+(������'� ��&)!2"�#-2

��+-��!!�0�
��

⇒

∫ ∞

0
xe−τx dx =

1

τ

=

∮ b+c

a
Ψ(x) dx

4D F@A B?D �"�*2 �>IJ>A C@IJ CLODP ?BFJ @? �E>I>AM �2 � �"�*2�0� � �� IL
QELOBFD x = � +z T 4LID JL� IJD G>AD JD>MJI OLD? ALI @O8B?I IL IJD KE@CDP F@B?>AM
@A BAOD?>E@NGD FG@?JT �J>? FLBGO ND LHDEFLCD N� QBII>AM @ HDEI>F@G ?Q@FD FLCC@AO
8B?I @KIDE IJD D�QED??>LAT $A Q@EI>FBG@EP QBII>AM �;&.�'�� K
���&��)+�&�).� @KIDE
x = � +z F@B?D? D�IE@ HDEI>F@G ?Q@FD DSB@G IL E1� LK IJD H@GBD LK ���&��)+�&�).P
�J>FJ >? IJD JD>MJI LK LAD G>AD LK ALEC@G ID�IT F$A IJD GLAMEBAP >I >? NDIIDE IL B?D
Q@E@CDIDE?P G>#D ���&��)+�&�).P E@IJDE IJ@A @N?LGBID CD@?BEDCDAI? KLE ?Q@F>AMP
NDF@B?D IJD KLECDE I@#D? >AIL @FFLBAI IJD KLAI ?>�DP �J>FJ �LB C>MJI FJ@AMDTG

4L� FLA?>ODE IJD KLGGL�>AM FLAO>I>LA@G @??>MACDAI%

f(x) =




−1 >K x < 0;

0 >K x = 0;
1 >K x > 0.

QELOBFDO N� IJD KLGGL�>AM ����� FLOD%
�* "!2" � ���"(�� ���-)+��!!�0��!���

�� � ���*2�)"� � 2 �  � ��
 � ���*2�)"� � 2 �  � ��
� � ���*2�)"� � 2 �  K

��+-��!!�0��!)-/( K
�,
4LID IJD B?D LK �!)-/( K @KIDE IJD @EE@�T �J>? >? NDF@B?D ���"( @AO �!)-/(

CB?I N@G@AFD � >TDTP IJDED CB?I ND @A DSB@G ABCNDE LK D@FJT $I >? ALI ADFD??@E�
IJ@I IJD GDKI ?�CNLG ND EDG@IDO IL IJD E>MJI LAD � >TDTP ���"(�� OLD? ALI EDSB>ED



�� � �	�� ����

�!)-/(�� IL N@G@AFD. @A� E>MJI ?�CNLG �>GG OLT �JD QDE>LO >? ALI QE>AIDO >A IJ>?
F@?DP B?DO ?QDF>RF@GG� KLE IJ>? QBEQL?D LK N@G@AFDT

4D J@HD ?DDA IJD B?D LK ���"( @AO �!)-/( KLE NE@F#DI? @ELBAO @ C@IE>�T 4L�
IJD B?D LK IJD ���"( ����� FLCC@AO KLE FLAO>I>LA@G @??>MACDAI E@>?D? EDG@IDO B?D?
LK IJD 9:�<=+=V7< @AO 8�<=+=V7<T 9>MBED? C� @AO '1 >GGB?IE@ID IJD?DP @GLAM �>IJ
�*;�!�)+�P �<+-�!�)+�P �1)-�/�( @AO �1)-�()�-�T

�� ��������		��
���

���������� ��� ���
 �� �������� ���	�	���
 ��
����	�	��������	���������
� �
 � �����	����������
� �


� �����	�	�����������
���
 
 �����
�������



�� � ���������� �����	����

�� � ��������� �� ����	�	���

������		��
 ��

������ ��
 ���������
 %����� #����� �����
� �� ������ ��#

���� ��" ���
�� �!��	����
︷ ︸︸ ︷
i . . . j + k · · · l x̂y − ãb︸ ︷︷ ︸���� ������������ �� �����	����

������ ��
 ���������
 %����� ����
� �#����� �� ������ ��#

4D LKIDA ADDO IL C>� C@IJDC@I>F@G ALI@I>LA @AO ID�IT 4D FLBGO B?D IJD
I@NBG@E DAH>ELACDAI @AO ?QDF>K� >A�G>AD C@IJ CLOD �JDED ADDODO F�>IJ �GP LE �D
FLBGO B?D IJD @EE@� DAH>ELACDAI @AO B?D D>IJDE IJD ���*2 LE �.�!�*2 F?DD QT E1G IL
DAIDE IJD ID�IT �JDED @EDP JL�DHDEP ?LCD AB@AFD? IL BAODE?I@AOT 9>MBED? 'N @AO
'E ?JL� IJD QELNGDC �>IJ B?>AM �"�<&/��"( IL C@#D IJD ID�I �>IJ>A IJD Q@ENL�
1B?J GDKIT F�E� >I �>IJ IJD ODK@BGI 8B?I>K� @AO �LB �>GG ?DD IJ@I IJD ?Q@F>AM M>HD? @
QLLE @QQD@E@AFDTG �JD QELNGDC >? IJ@I �"�<&/��"( ?#>Q? @ G>ADP �J>FJ EB>A? IJD
@G>MACDAI FDHDA IJLBMJ *(, >? ?QDF>RDOGT �JD ?LGBI>LA >? IL B?D IJD �!�--�-!)-/(
FLCC@AOP @? ?JL�A >A RMBED? '6 @AO 'CT $A @OO>I>LAP IJD �!�)&��*2 FLCC@AO >?
B?DO IL GL�DE IJD ?C@GG C@IE>�P M>H>AM >I ?LCD ?Q@FD NDGL� IJD JLE>�LAI@G G>ADT
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������ ��
 ��	���	��% �� *��(�� #����� �����
� �� ������ ��#

�@IE>� �DRA>I>LA ��@CQGD
ALH@E>@AFD

Aij = E[(Xi − µi)(Xj − µj)]
P

�JDED {Xi} @ED E@AOLCH@E>@NGD?P @AO E[·] >? IJDD�QDFIDO H@GBD LQDE@ILE �>IJ
µi = E(Xi)

T

�
1

2
0

0 1

2 �	
�
X2 = X2

1 �
�
Pr[X1 = x]

= ���������
1
4

	
�
x = −1

1
2

	
�
x = 0

1
4

	
�
x = 1.

������ ��
 ��	���	��% �� *��(�� ����
� �#����� �� ������ ��#
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� �� ������ ��#

�@IE>� �DRA>I>LA ��@CQGD
ALH@E>@AFD Aij = E[(Xi − µi)(Xj − µj)]

P
�JDED {Xi} @ED E@AOLCH@E>@NGD?P @AO E[·] >? IJDD�QDFIDO H@GBD LQDE@ILE �>IJ
µi = E(Xi)

T

�
1

2
0

0 1

2 �	
�
X2 = X2

1 �
�
Pr[X1 = x]

= ���������
1
4

	
�
x = −1

1
2

	
�
x = 0

1
4

	
�
x = 1.

������ ��
 �����������% �� *��(�� ����
� �#����� �� ������ ��#

�)( �43/.,' "@2/5.12- ,2$ �'4�,&35-
�@IJ CLOD EDFLMA>�D? @ FLGGDFI>LA LK ?QDF>@G KBAFI>LA?T �@NGD NM ?JL�? ?LCD FLC�CLA LAD?T �JD?D ?QDF>@G KBAFI>LA? @ED B?DO IL C@#D IJD ?LBEFD FGD@EDEP E@IJDE IJ@A
B?>AM ���*2 IL @FJ>DHD IJD ?@CD ED?BGIT6CLAM IJD ?QDF>@G KBAFI>LA? @ED IJD FLCQGDID ?DI LK IE>MLALCDIE>F KBAFI>LA?T
9LE D�@CQGDP �D �E>ID ��(�+�(/�(� � �"!�'��&)+�(/�(����'*&�(/�(��� IL QEL�OBFD% tan θ = sin θ

cos θ
T 6QQDAO>� �@NGD C1 FQT NEMG J@? @ CBFJ GLAMDE G>?I LK ?QDF>@GKBAFI>LA?P @? �DGG @? IJD @EEL�? B?DO >A ?LCD LK IJD D�@CQGD? ?JL�A >A �@NGD N�T
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�������� �� �� ������� ���� 2��  ����

�"�� lim ��)�
�" ��& lim inf ��)�)+"

�� log ��*-
"�'�"�" max ���2
������� tan �(�+

��	
� ��
 �'�"�
�� �& �����"�����
 ���������
�� �� ���������'���2
� ����
�2��2
� ���� 2��  ����

limn→∞ xn lim
n→∞

xn
��)���+�!)-/(�!!*1�)+"(0�2�+

lim infn↓0 log xn lim inf
n↓0

log xn
��)�)+"��+�-*1+�!!*1  ���*-�#2�+

maxx∈X f(x) max
x∈X

f(x) ���2��2�)+ ��"!2"

tan(θ+π)
ln x

tan(θ + π)

ln x
�"!�'��(�+!�(/�(� � �.)"����+�#2�

�JDED >? @G?L @ Q@F#@MD LK 6�D ?�CNLG?P �J>FJ �LB ODFG@ED >A �LBE QED@CNGD
�>IJ �<&�.�'��-����&&0���T �J>? M>HD? IJD KLGGL�>AM @GQJ@NDI �>IJ IJD ������KLAI%

����(/����,	�	I�4�����	
���7H��J�
���
⇒ ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ
9LE D�@CQGDP IJD ED@G G>AD >? ?LCDI>CD? ODALIDO N� R P E@IJDE IJ@A < P �J>FJ >?
IJD ����� ?QDF>@G ?�CNLGP �����T �@NGD N� ?JL�? JL� ���(/�� F@A ND B?DO KLE
?QDF>K�>AM LIJDE ABCDE>F@G ?Q@FD?T
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�� ⇒ C
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���%�((
�� ⇒ Z
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�� ⇒ Q
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6ALIJDE @GQJ@NDI >? ���(/&'!P KLE �J>FJ �LB ?QDF>K� �<&�.�'��-����(/!&"&�
>A IJD QED@CNGDT �J>? M>HD? IJD KLGGL�>AM @GQJ@NDI%
����(/&'!��,	�	I�4�����	
���7H��J�
���

⇒��	
��
� ��� ��� ����� � � � � ��  
$A Q@EI>FBG@EP � >? LKIDA B?DO IL ODALID IJD �@QG@FD IE@A?KLEC LE IJD �@ME@AM>@AP
@AO � >? ?LCDI>CD? B?DO IL ODALID IJD �@C>GILA>@AT FALCQ@ED �>IJ ���(/'��P
H P �J>FJ >? @G?L B?DO N� ?LCD @BIJLE?TG
�)� (3?.!,5.!3- ,2$ >253#?,'-
4D F@A D�QED?? @ ILI@G ODE>H@I>HDP df(x)/dx P N� �E>I>AM �-"!2"�-2�. LEP �D F@A B?D
IJD �"!�' FLCC@AO IL QELOBFD df(x)

dx
T �JD Q@EI>@G ODE>H@I>HD ?�CNLGP ∂ P >? �E>IIDA

�.�!()��P ?L �LB F@A �E>ID �.�!()�� "!2"��.�!()�� 2 IL QELOBFD ∂f(x)/∂x P @AO
����!-���"!�'��.�!()�� "!2"���.�!()�� 2��� IL QELOBFD ∂f(x)

∂x
T

�JD B?B@G ALI@I>LA KLE IJD ME@O>DAI LK @ KBAFI>LA >? IJD :V+UVP ODALIDO N�
IJD ?�CNLG ∇ P F@G?L F@GGDO 0ODG2GP �J>FJ >? @A BQ?>OD OL�A ODGI@ F>AIELOBFDO N�
�@C>GILA >A N�'6GT $A ����� >I >? QELOBFDO N� �+����P @AO >I? C@IJDC@I>F@G
ODRA>I>LA >? IJD HDFILE LK RE?I Q@EI>@G ODE>H@I>HD?%

∇f(x) = (∂f(x)/∂x1, . . . , ∂f(x)/∂xn). F'G
$ GD@HD >I @? @A D�DEF>?D IL ?JL� IJD ����� FLOD IJ@I QELOBFDO DSB@I>LA F'GT

�JD �D??>@A >? IJD C@IE>� LK ?DFLAO Q@EI>@G ODE>H@I>HD?%

∇2f(x) =

[
∂2f(x)

∂xi∂xj

]
.

�J>? �@? QELOBFDO N� IJD KLGGL�>AM FLOD%
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"!2" ��� ���"( * �-)&.��0&(0�� �"!�'��.�!()���
"!2"�
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�!)-/(, K

��+-��!!�0�
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�JDED ?DDC? IL ND ?LCD FEL�O>AM >A IJ>? O>EDFI ?QDF>RF@I>LAT ALCQ@ED �>IJ IJDKLGGL�>AM @AO ?DD >K �LB F@A QELOBFD >I%

∇ 2f(x) =

[
∂ 2f(x)

∂xi ∂xj

]
. FMG

�JDED @ED I�L >AIDME@G ?>MA?% �)+(⇒ ∫ @AO �*)+(⇒ ∮ P�J>FJ @ED NLIJ H@E>@NGD�?>�D ?�CNLG?T 9LE D�@CQGDP ALID JL� IJD LBIDE >AIDME@G >? G@EMD >A IJD KLGGL�>AM
D�QED??>LA%

∫ b

a
lim

λ→∞

∣∣∣∣∣

∮
X(v) xe

λf(x) dx
∮
X(v) e

λf(x) dx

∣∣∣∣∣ Φ(v) dv.

�J>? �@? LNI@>ADO N� IJD KLGGL�>AM FLOD%
�* �)+(���� ��)��������-��!)-/(�!!*1�)+"(0� ���"( �

�"!�'��*)+(���!;"� 2��������-� "!2"��#-2�
��*)+(���!;"� ��������-� "!2"��#-2��!)-/( �

�#��/)!;"�#-; K
�,

F4LID IJD B?D LK IJD IJ>A ?Q@FDP �#TG�DRA>ID CBGI>QGD >AIDME@G? @ED AL QELNGDCT �L J@HD
∫ ∞

0

∫ xn

0

∫ xn−1

0
· · ·
∫ x2

0
H(x1, . . . , xn) dx1 · · · dxn

�E>ID
�* �)+(� ��)+"(0 �)+(� ��2�+� �)+(� ��2��+���� �'-*(&

�)+(� ��2�
� 4!2��#�-*(&#2�+"�#-2���'-*(& -2�+
�,
�L�DHDEP FLA?>ODE IJD KLGGL�>AM%

∫ ∫

S
(u∇v − v∇u) · dS =

∫ ∫ ∫

τ
(u∇ · ∇v − v∇ · ∇u) dτ.

�JD OLC@>A? LK >AIDME@I>LAP @AO IJD ?Q@F>AM LK IJD >AIDME@G ?>MA?P @ED NDIIDE �>IJ
IJD KLGGL�>AMP �J>FJ >? ALI QELOBFDO N� ?I@AO@EO ����� E

ε
P NBI N� ?QDF>K�>AM

�<&�.�'��-����&��(/� >A IJD QED@CNGD F?DD �/< ����� �8��V:(8: -'P QT EE60G%
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∫∫

S

(u∇v − v∇u) · dS =

∫∫∫

τ

(u∇ · ∇v − v∇ · ∇u) dτ.

4LID JL� IJD OLC@>A? @ED FDAIDEDO LA IJD CBGI>QGD >AIDME@G? @AO IJD ?Q@F>AM LK
IJD >AIDME@G ?>MA?T
�)� %�31?3�- ,2$ (3)2.5.12-
�JD KLBAO@I>LA? LK C@IJDC@I>F? @ED V�(8�) @AO =9U<) 8� (:� <=<:7<T �JD EBGD?
FED@ID ;/<8=<�)P �J>FJ @ED ?I@IDCDAI? �JL?D IEBIJ? @ED D?I@NG>?JDO EDG@I>HD IL IJD
BAODEG�>AM U8&(7T �J>? >? ?L KBAO@CDAI@G IJ@I ����� J@? IJD K@F>G>I� IL ODRAD @
?QDF>@G DAH>ELACDAI IJ@I >AFGBOD? @ #D��LEOP G>#D 0�JDLEDCP2 @AO @ A@CDP �J>FJ
>? ALI LAG� IJD A@CD LK IJD DAH>ELACDAIP NBI >? @G?L IJD A@CD LK IJD @??LF>@IDO
FLBAIDET ALA?>ODE IJD KLGGL�>AM D�@CQGD%
������� ��	 
8= n > 2� ;/<=< () :8 )8U9;(8: ;8 xn + yn = zn �8=
x, y, z ∈ Z++ �

4LI>FD JL� 0������� ��	2 @QQD@E?P @GG ID�I >? >A >I@G>FP @AO �D J@HD IJD
FLBAIDE H@GBD% �(/�(/�*!��
'TNT �J>? �@? ODRADO >A IJD QED@CNGD N�%

�+�1(/�*!���(/�*!����H/�*!���*&�'()*+,

�JDAP IJD IJDLEDC �@? QELOBFDO N� IJD KLGGL�>AM ����� FLOD%
���-)+�(/�*!���

I*! �+ � 
�# (/�!� )& +* &*�<()*+ (* �2�+ � 0�+ � ��+� "*!
�+�1�)+� �2#0#��)+ ���������K

��+-�(/�*!���

:IJDE IJDLEDC�G>#D DAH>ELACDAI? F@A ND ODRADO IL J@HD IJD ?@CD QELQDEI>D?T
�J>? EDSB>ED? NLIJ @ #D��LEOP G>#D H/�*!�� P @AO @ BA>SBD A@CD KLE IJD DAH>ELACDAIPG>#D (/�*!�� P @G?L B?DO @? @ FLBAIDET �DED >? IJD ?�AI@�%

�+�1(/�*!���:V�<���<�.8=��-.(;/(:0
�JD :V�< ODRAD? IJD DAH>ELACDAI A@CDP @AO >I ODRAD? @ FLBAIDEP ?L >I CB?I ND

O>�DEDAI KELC @GG LIJDE DAH>ELACDAI @AO FLBAIDE A@CD?T �JD .(;/(: LQI>LA ODRAD?
IJD FLBAIDE IL ND �>IJ>A ?LCD LIJDEP �J>FJ F@A ND >AIE>A?>F LE ?LCD LIJDE FLBAIDE
ODRADO N� IJD �+�1'*<+(�! FLCC@AO FQT CMG LE N� ?LCD LIJDE �+�1(/�*!��T
$A IJ>? OLFBCDAIP $ ODRADO IJD IJDLEDC DAH>ELACDAI IL ND ABCNDEDO �>IJ>A IJD
?DFI>LAP ?L �LB ?DD ������� ��	P E@IJDE IJ@A ������� 	T �L KBEIJDE >GGB?IE@IDP
JDED >? @ FLELGG@E� DAH>ELACDAI%
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$I �@? ODRADO >A IJD QED@CNGD @? KLGGL�?%

�+�1(/�*!���'*!*���!0��	*!*���!0�*(/�*!��,
4LID IJ@I IJ>? >? �>IJ>A IJD IJDLEDC FLBAIDEP �J>FJ >? H@G>O N� J@H>AM NDDA ODRADO
N� >I? L�A �+�1(/�*!�� T �JDAP IJD @NLHD FLELGG@E� �@? �E>IIDA @?%

���-)+�'*!*���!0� H/� &<� *" '<��& '�++*( �� � '<�� K
��+-�'*!*���!0�

�JD KLGGL�>AM FED@ID? @A @�>LC DAH>ELACDAI IJ@I >? ALI �>IJ>A @A� LIJDE
FLBAIDET

�+�1(/�*!����2)*����2)*��

�JD 06�>LC LK AJL>FD2 F@A IJDA ND ?I@IDO IJB?G�%
����� 	 
=8� V:� �(:�:(;<	 �V�(U� 8� )<;) V :<. )<; 7V: +< 7=<V;<� ;/V; 78:;V(:)
<�V7;U� 8:< <U<�<:; �=8� <V7/ )<; (: ;/< �V�(U��

�J>? �@? FED@IDO N� IJD KLGGL�>AM FLOD%
���-)+��2)*�� ��������2� 3'/*)'��

I!*� �+0 !)+")+)(�" "��)�0 *" &�(& � +�1 &�( '�+ �� '!��(�-
(/�( '*+(�)+& �2�'(�0 *+� �����+( "!*� ��'/ &�( )+ (/� "��)�0 K

��+-��2)*��

�JD G@NDG @GGL�? B? IL EDKDE IL IJD 6�>LC LK AJL>FD @? �6�>LC N LA Q@MD M� N�
�E>I>AM �2)*�L�!�"��2� 3'/*)'�� *+ .�-�L�.�-�!�"��2� 3'/*)'��T

�JD DAH>ELACDAI FED@IDO N� �+�1(/�*!�� QBI? IJD ID�I >A >I@G>F?P NBI IJ>? >?
MDADE@GG� ALI OD?>E@NGD KLE @ ODRA>I>LAT ALA?>ODE IJD KLGGL�>AM D�@CQGD%

����
��� ��	 �/< 7(=79�� <=<:7< 8� V )�/<=< () ;/< 7(=79�� <=<:7< 8� V:� &=<V;7(=7U< 8: ;/< )�/<=<�

�J>? �@? FED@IDO N� RE?I DAIDE>AM F>A IJD QED@CNGDG%
�+�1(/�*!���-�"+����")+)()*+�*&�'()*+,

�JDAP >A IJD ID�I%
���-)+�-�"+� H/� ')!'<�"�!�+'� *" � &./�!� )& (/�
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��+-�-�"+�



�� � �	�� ����

ALCQ@ED IJ>? �>IJ IJD KLGGL�>AM%

����
��� ��	 �JD 7(=79�� <=<:7< 8� V )�/<=< >? IJD F>EFBCKDEDAFD LK @A� MED@I
F>EFGD LA IJD ?QJDEDT

�J>? �@? FED@IDO N� RE?I DAIDE>AM F>A IJD QED@CNGDG%
��(/�*!���*-0"*+(��!�"��)�0� �+�1(/�*!����0-�"+����")+)()*+�*&�'()*+,�

�JDAP >A IJD ID�I%
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�"���� ���� ������
 ��""����)  ���� ���
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�
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�,)-,�⇒
[
E = mc2

]$

����!-�*��	��'�
�����!-�,�⇒ 	E = mc2
$
���)--���+-��	��'�
��)--�!�+-���⇒

〈
E = mc2

〉
$

������	����+-�����	��'�
�������	��!�+-����⇒〈E = mc2〉$
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(a + b)2 = a2 + 2ab + b2

L ⊕Mε − V = H0

A(x) = {y : φ(y) = ∪a∈AΨ(x)}

������ ��
 �
����� ��!����"��� ����
� �#����� �� ������ ��#
����  ������ � "����'  ����� ��'�)  � ���
� �������

(
a b
c d

) 	2 �����
�&2��� ����"(!���-)+��!!�0��''� ��� �� '�- ��+-��!!�0��!)-/("�$ �� �
��������!� ��  ��� ��� �"�"��� ���		��%��� ��!����"���
 ( a b

c d )
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�&

aj < xj < bj

min{0, ∂f(x)/∂xj}
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��������� �kimed c abefd^o j`a� `n d]^ ��\�� _`kbj^ �d^� �h^� cfo abefd^oj`a� `n d]^ c__`jecd^o a`_d_jbead b^_khd �a_ �h^�~ �^ _kb^ �`kb fcm^ e_ `f^cj]~
�~ �_^ d]^ aejdkb^ ^fgeb`fm^fd d` obc� d]^ _meh^� ncj^ `f acl^  �~
!~ "bc� d]^ n`hh`�efl lbca]�ed] d]^ aejdkb^ ^fgeb`fm^fd��]^b^ p#|qs$tqrw}e_ _a^je�^o cfo purq#twrx#| % �mm

mv1
mv2

mv3mv4
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&~ �_^ '�\bej(_ d` obc� )elkb^ & �a~ *�~
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*~ �_^ '�\bej(_ `b d]^ aejdkb^ ^fgeb`fm^fd d` obc� d]^ n`hh`�efl~

�������

�~ �_^ '�\bej(_ `b d]^ aejdkb^ ^fgeb`fm^fd d` obc� d]^ n`hh`�efl~

α

β

�~ �c(^ c �lkb^ ef _`m^ _�_d^m d]cd h^d_ �`k _cg^ ed c_ cf ^a_ �h^ �̀ b k_^_`m^ j`fg^b_e`f ab`lbcm�~ \]^f� efjhko^ ed ef �`kb o`jkm^fd~
�~ �_^ �]cd^g^b m^cf_ �`k ab^n^b �̀ b d]cd �`kb ef_dbkjd`b b^�keb^_� d`efjhko^ ^cj] `n d]^ n`hh`�efl �lkb^_ ef �`kb o`jkm^fd~ �\]^� �^b^obc�f ]^b^ �ed] '�\bej(_� ikd d]e_ _^jde`f oeo f`d o^_jbei^ chh d]cd e_f^^o^o� _` �`k mk_d `idcef d]^ ������ ! "!#� $! %&�'# (��)~�

�c� *bca]ej ge^� `n '�d]cl`b^cf \]^`b^m�

+,-./01230

h^l �

45
67

�8�9�: �;
<:= >

�8�9�:
�;

<:= ?

�8�9�: �;
�@A�B:C��:
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�i� �^d�`b( �ed] cbj ocdc�
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*
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(25, 30)

(35, 50)

(45, 10)

(15, 40)

(15, 30)

(25, 20)

(35, 50)
(45, 60)

�j� \]^ _ef nkfjde`f�
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0

1
y = sin

(
π
2x

)

x

�o� �^bf`khhe ncmeh� db^^�
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��� ����� ����
\]^ ^c_e^_d �c� d` mc(^ c j`g^b acl^ e_ �ed] d]^ p�z$w#q#tw j`mmcfo~ \]e_e_ o`f^ ef d]^ o`jkm^fd ^fgeb`fm^fd� l^f^bchh� �k_d n`hh`�efl p�wxqr�v�su�wr#�~\]^ f^j^__cb� acbcm^d^b_ cb^ pzu#|�y cfo p#q#tw� �]ej] jcf i^ o^�f^ocf�ahcj^ i^n`b^ d]^ p�z$w#q#tw~ \�aejchh� d]^_^ cb^ akd efd` d]^ ab^cmih^�`b bel]d cnd^b p�wxqr�v�su�wr#� n`hh`�^o emm^oecd^h� i� p�z$w#q#tw� edo^a^fo_ ka`f �`kb mcfcl^m^fd _d�h^~ �khdeah^ ckd]`b_ cb^ _^acbcd^o i�pzrv� _kj] c_ ef d]^ ^�cmah^ _]`�f ef )elkb^_ �� cfo �!~ �\]^ �cll^o
^ol^_ ef )elkb^ �! m^cf d]cd d]^b^ e_ m`b^ _acj^ i^d�^^f d]^ dedh^ cfo d]^d`a `n d]^ aca^b~�

�a^jen�efl pvz#w e_ `ade`fch �p�z$w#q#tw akd_ ef d]^ jkbb^fd ocd^ en d]^ocd^ e_ f`d o^�f^o�~ \]^ j`g^b acl^ e_ i� ed_^hn cfo e_ f`d fkmi^b^o~

� ! "#$%&# �'(%#)� *+,-(.!+./�(0 &+1$2!3&#" 4++5#.5 �(.6 71(.8 2!  #"9(3& �(.6 :"#;(.6#1 <(,(1!./�6( #$=>>?/�,(8# ! "#

)elkb^ ��� \edh^ 'cl^ �`kbj^ �@^_khd ef )elkb^ �!�

ABC D�AEF GHIJKLMHL

NOPQRS TUUVRWV XYZW[ NO\\RS]ZPQ ^SR_ZW`RY aZbZYOW

�cc*

)elkb^ �!� \edh^ 'cl^ @^_khd ��`kbj^ ef )elkb^ ���

�efj^ cbdejh^_ `nd^f ]cg^ d]e_ efn`bmcde`f `f d]^ �b_d acl^ `n d]^ cbdejh^
�bcd]^b d]cf c _^acbcd^ acl^�� #q#tw{zxw mk_d i^ _a^je�^o c_ cf `ade`f ef



��* � ������ 
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d]^ pv�su�wr#stz}} j`mmcfo~ )`b ^�cmah^� d]^ n`hh`�efl o`^_ d]e_ �]eh^_a^jen�efl �!ad n`fd c_ cf`d]^b `ade`f�

*���W��5��
��@%�(5�5#5��(
A�C�
�5#����
�oob^__^_� c�hecde`f_� cfo `d]^b efn`bmcde`f ci`kd ^cj] ckd]`b jcf i^coo^o� k_efl pp d` jb^cd^ f^� hef^_~ )`b ^�cmah^� )elkb^ �& _]`�_ ]`� d]^

ckd]`b_ caa^cb �]^f d]^ pzu#|�y o^�fede`f ef )elkb^ �� e_ j]cfl^o d` d]^
n`hh`�efl�


�57����#�7�� ������� 
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)#5$���
�*�
�_ ehhk_dbcd^o ef )elkb^ �&� p�z$w#q#tw akd_ d]^ d]ebo ckd]`b `f c _^a�cbcd^ hef^~ \]e_ e_ i^jck_^ d]^ coo^o �eod] `n ckd]`b efn`bmcde`f mc(^_ edd`` h`fl d` �d `f `f^ hef^~ �hh d]b^^ ckd]`b_ �`kho i^ akd `f _^acbcd^ hef^_en d]^ coob^__ efn`bmcde`f �^b^ ^�d^fo^o nkbd]^b� `b en d]^ fcm^_ �^b^ g^b�h`fl~

ABC D�AEF GHIJKLMHL

NOPQRS TUUVRWV XYZW[ NO\\RS]ZPQ
TRWR�Z� a�O\�RYSZW` NZOW�� TRYbZW�

^SR_ZW`RY aZbZYOW
TRWR�Z� a�O\�RYSZW`

�cc*

)elkb^ �&� �ooefl �oob^__^_ d` �kd]`b_
\]^b^ cb^ dem^_ �]^f �^ �cfd d` cj(f`�h^ol^ _kaa`bd n`b `f^ `b m`b^ `nd]^ ckd]`b_~ \]^ p#|zr$} j`mmcfo o`^_ d]e_ i� jb^cdefl c n``df`d^� k_efl



��� ��
���
� ���

oe�^b^fd n``df`d^ mcb(_ n`b ^cj] `f^~ )elkb^_ �* cfo �� ehhk_dbcd^ d]e_ ch`fl
�ed] _`m^ gcbecde`f ef d]^ ocd^~

� ! "#$�!#3#5 +� ��-!�� &(.85$�#.(,#6�//�!.6#;$� #;   $��9(385"(5&� &(.85// �!.6#;$�++ .+ #/�(0 &+1$:13&!,#6#5� &(.85$<0--+1 #6 9	  &# (1,	 �/�� <	1(305#
 <!3!"	�(.6 �	 &(�+1(5 �� <(,+5
 �+.!( /�6( #$
=� $�53 93/ �1#�!5!+. +� #(1"!#1 �#15!+. 
 �=� $�53 93/�/

)elkb^ �*� )``df`d^_ ef d]^ �`g^b 'cl^ �`kbj^ �@^_khd ef )elkb^ ���

�MC�C� H�
π

1

^YPQObR`RV2 ��\QZ�UYZV
a�YZP�VR� aOPOS� aZbUV� �UWOZ

!�� �� �b^ge_e`f `n ^cbhe^b g^b_e`f� ��� ���

1@^fcm^o~
2�kaa`bd^o i� d]^ cbm�~

)elkb^ ��� )``df`d^_ ef d]^ �`g^b 'cl^ @^_khd ��`kbj^ ef )elkb^ �*�

��� � �!���!
\]^ "#$%&"'% ^fgeb`fm^fd e_ ef chh o`jkm^fd _d�h^_� ^�j^ad zy#qstw~ \` ]cg^ed� _a^jen� #q#tw{zxw c_ cf `ade`f ef pv�su�wr#stz}} �̂ g^f en �`k o` f`d ef�d^fo d` k_^ p�z$w#q#tw�~ \]e_ ^fgeb`fm^fd e_ o^�f^o d` ab`okj^ cf ci_dbcjd`f c _^acbcd^ acl^ �ahcj^o �]^b^g^b �`k akd d]^ ^fgeb`fm^fd _a^je�jcde`f��
�ed] d]^ ]^co^b� ()*+,-.+� ef i`honcj^ cfo j^fd^b^o~ \]^ ci_dbcjd� ed_^hn�



��� � ������ 
��	��� ����


e_ `f^ acbclbca] cfo e_ abefd^o �ed]`kd efo^fdcde`f~ )elkb^_ �� cfo �� eh�hk_dbcd^ d]e_~ ��e(^ d]^ j`g^b acl^� d]^ ci_dbcjd e_ ahcj^o ncb nb`m d]^ d`a `n
d]^ aca^b� �]ej] e_ f`d _]`�f ef )elkb^ ��~�

�9#�!.$(95 1(3 /%&!5 5&+�5  &(  &# 1( !+ +�  &# 3!130,�#1#.3#  +  &# 6!(,# #1+� (.	 3!13"# !5  &# 5(,# 3+.5 (. �("0#
 6#.+ #6 ��-!��
�# �01 &#1 -1+�#  &(  &!5 3+.5 (. !5 9+0.6#6 9	
���1(3$

�/$�=/ � �-! � ��1(3$

/$�/���#.6$(95 1(3 /

)elkb^ ��� �c(efl cf �i_dbcjd �`kbj^ �@^_khd ef )elkb^ ���

()*+,-.+
\]e_ _]`�_ d]cd d]^ bcde` `n d]^ jebjkmn^b^fj^ d` d]^ oecm^d^b`n cf� jebjh^ e_ d]^ _cm^ j`f_dcfd gchk^� o^f`d^o π

~ �^ nkbd]^bab`g^ d]cd d]e_ j`f_dcfd e_ i`kfo^o i� 223
71

< π < 22
7

~

)elkb^ ��� �c(efl cf �i_dbcjd @^_khd ��`kbj^ ef )elkb^ ���

��� �!��� 	��
! ��!!��
\]^ p#z�tw��s�r#wr#} j`mmcfo mc(^_ c dcih^ `n j`fd^fd_� ed e_ ahcj^o
�]^b^g^b �`k akd d]^ j`mmcfo� �]ej] _]`kho i^ bel]d cnd^b d]^ j`g^b acl^~\]^f� �`k jcf efjhko^ he_d_ `n �lkb^_ cfo dcih^_ �ed] d]^ ptq}#���qxuyw}cfo ptq}#��#z�tw} j`mmcfo_� b^_a^jdeg^h�~\]^ dcih^ `n j`fd^fd_ l^f^bchh� efjhko^_ fkmi^b^o acbd_� he(^ _^jde`f_ cfo_ki_^jde`f_~ \` efjhko^ `d]^b nb`fd mcdd^b� ��\�� ab`geo^_ d]^ pzvvs�r#wr#}tqrwj`mmcfo~ )`b ^�cmah^� d]^ dcih^ `n j`fd^fd_ ef d]e_ o`jkm^fd �c_ `idcef^o
�ed] d]^ _a^je�jcde`f_ leg^f ef )elkb^ � ~

\]^ p{zxwru��wy _a^je�jcde`f jck_^_ d]^ acl^ fkmi^b_ n`b d]^ nb`fd
mcdd^b d` i^ akd efd` @`mcf fkm^bch_~ \]cd e_ �]� �`k _^^ d]^ \cih^
`n �`fd^fd_ `f acl^ e ��b_d fkmi^b^o acl^� �k_d cnd^b d]^ j`g^b�~ \]^f� 
o^jhcb^ ptq}#���qxuyw}� �]ej] e_ `f acl^ g� n`hh`�^o i� d]^ he_d `n dcih^_~
�cj] `n d]^_^ cb^ akd `f c f^� acl^~ �k_d ci`g^ ^cj] o^jhcbcde`f� 
 k_^ d]^



��� ����� ����� ������ ���

�.#�-(�# �-(�#.0,9#1!.�$1+,(./ �-(�#5 	"#$,	&#(6!.�5/� (9"#+�3+. #. 5 �.#�-(�#�(663+. #. 5"!.#$ +3/$5#3 !+./$'!5 +� 7!�01#5/�"!5 +��!�01#5 �.#�-(�#�(663+. #. 5"!.#$ +3/$5#3 !+./$'!5 +� %(9"#5/�"!5 +� (9"#5 �.#�-(�#

)elkb^ � � �`m^ )b`fd �cdd^b �a^je�jcde`f_ n`b \]e_ "`jkm^fd

pzvvs�r#wr#}tqrw d` coo ed d` d]^ dcih^ `n j`fd^fd_� efoejcd^o i� d]^ #�s_a^je�jcde`f~ \]^ }ws#q�r acbcm^d^b d^hh_ d]^ hcd^� ab`lbcm d` n`bmcd edhe(^ c _^jde`f � �k_] h^nd~\]^ acl^ fkmi^befl e_ b^_^d �]^f �^ �fe_] d]^ nb`fd mcdd^b i� _a^jen�efl

��)(
A� 
(
A���W���#�A�
�
�#�� 
(
A��5����7�
*#�A��

\]e_ _�edj]^_ d` d]^ �bciej fkm^bch_ cfo efedeche�^_ d]^ acl^ j`kfd^b~\]^ _cm^ n`bmcd c_ d]^ ci_dbcjd jcf i^ k_^o n`b `d]^b nb`fd mcdd^b d]cd
�^ �cfd d` n`bmcd d]^ _cm^ �c�~ \]^ `fh� j]cfl^ �^ b^�keb^ e_ cf`d]^b]^co^b fcm^~ \]e_ e_ o`f^ i� b^�o^�fefl d]^ pz�}#yzs#rz�w acbcm^d^b
k_^o i� d]^ ci_dbcjd ^fgeb`fm^fd~ \]^ pywrw�s���zrv ^fcih^_ k_ d` o`d]e_~ � ]c_ m`b^ d` _c� ci`kd k_efl d]e_ j`mmcfo d` jk_d`me�^ mcf�d]efl_~ )`b f`�� j`f_eo^b d]^ n`hh`�efl ^�cmah^ d]cd ehhk_dbcd^_ ]`� d` ]cg^cf �j(f`�h^olm^fd_ acl^�

����)��WW
�*

��5�
�5�
W��
����)��*AW��5��
��A#��
��5�
�5�

� 57
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W#�� 
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�5�
�hd^bfcdeg^h�� �^ mel]d �cfd _`m^d]efl d` h``( he(^ c _^jde`f �cfo ck�d`mcdejchh� coo^o d` d]^ dcih^ `n j`fd^fd_�� ikd �^ o` f`d �cfd ed d` ]cg^c _^jde`f fkmi^b~ \]e_ e_ cj]e^g^o i� d]^ p}ws#q�r� j`mmcfo� �]^b^ d]^

� _kaab^__^_ d]^ fkmi^befl~ )`b ^�cmah^� p}ws#q�r���yw�zsw� akd_ �'b^n�cj^� ef d]^ _cm^ _d�h^ c_ cf� _^jde`f� ikd �ed] f` fkmi^b �cfo d]^ _^jde`f
j`kfd^b b^mcef_ kfj]cfl^o�~
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��� ���� ��!!��
�nd^b d]^ mcef acbd `n d]^ o`jkm^fd e_ �fe_]^o� �^ akd d]^ ieihe`lbc�a]� �_^^ �& cfo � ~��~ �^ mel]d �b_d �cfd d` ]cg^ caa^foej^_ d]cd n`h�h`� d]^ mcef d^�d~ \]e_ j`kho i^ o`f^ �ed] d]^ caa^foe� ^fgeb`fm^fd�p�wxqr�z{{wrvq�� ~ ~ ~ pwrv�z{{wrvq��~\]^ hc_d a`bde`f ef d]^ icj( `n cf� i``( e_ ed_ efo^�~ \]e_ j`kho ch_`i^ o^_ebcih^ ef c h`fl b^a`bd~ \` mc(^ cf efo^�� �^ ]cg^ d]b^^ d]efl_ d` akdefd` `kb _`kbj^ �h^�

�~ 'kd pu}w{zs$zxw��z$wqv�� ef d]^ ab^cmih^~
!~ 'kd p�z$wqrvw� cd d]^ ^fo `n d]^ ab^cmih^~
&~ 'kd p{yqr#qrvw� �k_d i^n`b^ pwrv�v�su�wr#�~
�nd^b c _kjj^__nkh j`maehcde`f� �ed] chh b^n^b^fj^_ b^_`hg^o� ^fd^b cd d]^j`mmcfo hef^�

�z$wqrvw� ���qtw
\]^f� j`maeh^ clcef~ \]e_ e_ cfch`l`k_ d` d]^ k_^ `n �q�#w� �a~ &��� cfo e_
ehhk_dbcd^o ef )elkb^ �c~

\` ]cg^ ^fdbe^_ ef d]^ efo^�� �`k k_^ pqrvw��wr#y��~ )`b ^�cmah^� d]^efo^� ef d]e_ i``( j`fdcef_ _^g^bch `jjkbb^fj^_ `n ��k_]h^nd�~ 
f d]^ d^�d�cd ^cj] `jjkbb^fj^� 
 _a^jen� pqrvw���tu}|tw�#�~ \` akd d]^ ^fdb� c_ c_ki`boefcd^� k_^ �~ )`b ^�cmah^� pqrvw��{zs$zxw��z$wqv�� akd_ d]^ ^fdb�
�mc(^eo�� kfo^b d]^ ^fdb� �acj(cl^�~

���qtw	#w� ���qtw	v
q ���qtw	{}

jb^cd^�^oed ge^��abefd abefd�a`_dj`maeh^
�ed]tz#w�

j`fg^bd
�ed]
v
q{}

�z$wqrvw�
)elkb^ �c� �ooefl �z$wqrvw� d` d]^ �`mmcfo �^�k^fj^

\]^b^ cb^ acj(cl^_ d` mc(^ `d]^b icj( mcdd^b� "'&�
�� mc(^_ c he_d `ncjb`f�m_� 
���
'� mc(^_ c he_d `n f`m^fjhcdkb^� cfo ���$$ mc(^_ c lh`__cb�~
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\]^ p#|zr$} j`mmcfo e_ `f^ �c� d` ]cg^ c n``df`d^ `f d]^ j`g^b acl^� cfo
�c_ _]`�f `f acl^ ���~ �`b^ l^f^bchh�� d]^ p���#r�#w j`mmcfo jcf i^
k_^o cf��]^b^~ )elkb^_  � cfo  � ehhk_dbcd^~

�#1# !5 ,	 �!15 �++ .+ #��++ .+ #$�!15 /�&#1# !5 ,	 5#3+.6��++ .+ #$5#3+.6/�
)elkb^  �� �^ddefl c )``df`d^ �`kbj^ �@^_khd ef )elkb^  ��

�^b^ e_ m� �b_d n``df`d^1 � ]^b^ e_ m� _^j`fo2 ~
1����

2��	
��

)elkb^  �� �^ddefl c )``df`d^ @^_khd ��`kbj^ ef )elkb^  ��
p#|w���#r�#w leg^_ d]^ j`kfd^b n`b n``df`d^_� cfo �`k jcf j]cfl^ nb`mfkmi^b_ d` h^dd^b_ i� pywrw�s���zrv�p#|w���#r�#w��pzt{|����#r�#w��~


`k jcf ch_` j]cfl^ d` j`mm`f n``df`d^ _�mi`h_ i� _a^jen�efl
pywrw�s���zrv�p#|w���#r�#w��p�r}����t����#r�#w��� c_ _]`�f ef �l�kb^_  ! cfo  &~

\]^ oe_dcfj^ i^d�^^f d]^ hef^ d]cd kfo^bhe^_ acbd `n d]^ hc_d hef^ `n d^�dd` d]^ n``df`d^ e_ p���#r�#w}w{� �]ej] jcf i^ j`fdb`hh^o i� p}w#twrx#|~
�1#.#�3+,,(.6$� &#�++ .+ #/$��.5	,9+"$�++ .+ #//
�#1# !5 ,	 �!15 �++ .+ #��++ .+ #$�!15 /�&#1# !5 ,	 5#3+.6��++ .+ #$5#3+.6/�

)elkb^  !� �^ddefl c )``df`d^ �`kbj^ �@^_khd ef )elkb^  &�

�^b^ e_ m� �b_d n``df`d^∗ � ]^b^ e_ m� _^j`fo† ~
∗����

†��	
��

)elkb^  &� �^ddefl c )``df`d^ @^_khd ��`kbj^ ef )elkb^  !�


��������� �kimed c abefd^o j`a� `n i`d] d]^ ��\�� _`kbj^ �d^� �h^� cfod]^ c__`jecd^o a`_d_jbead b^_khd �a_ �h^�~ �^ _kb^ �`kb fcm^ e_ `f ^cj]~
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�~ �bed^ cf cbdejh^ �ed] c dedh^ acl^ cfo ci_dbcjd~ �c(^ d]^ mcef i`o�]cg^ cd h^c_d d]b^^ _^jde`f_� 
fdb`okjde`f� �cef @^_khd_� cfo �`fjhk�_e`f_~
!~ ��d^fo ^�^bje_^ � d` ]cg^ cj(f`�h^olm^fd_ cfo b^n^b^fj^_ �k_efl ����

E
��~

&~ �`mief^ ^�^bje_^_ � cfo ! cfo coo c dcih^ `n j`fd^fd_ _]`�efl f`d `fh�chh _^jde`f_ cfo _ki_^jde`f_� ikd ch_` d]^ ci_dbcjd� cj(f`�h^olm^fd_cfo b^n^b^fj^_~

� ������ ����
��

\]e_ _^jde`f efdb`okj^_ �`k d` nkfocm^fdch_ `n jk_d`me�efl �`kb o`jkm^fd~

d e_ _dehh ef d]^ j`fd^�d `n cf efdb`okjde`f� j]``_efl `fh� c n^� `n d]^
d]efl_ �`k jcf j]cfl^~ � (^� d` d]^_^ j]cfl^_ cb^ d]^ prw�s���zrv cfopywrw�s���zrv j`mmcfo_� �]ej] ^fcih^ �`k d` o^�f^ �`kb `�f j`mmcfo_cfo j]cfl^ acbcm^d^b gchk^_ `n ^�e_defl j`mmcfo_~
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�
\]^ j`mmcfo d]cd leg^_ k_ d]^ ciehed� d` mc(^ `kb `�f ]c_ d]^ n`hh`�efln`bm� prw�s���zrv�p���#��

n������#�#��� �]^b^ n
e_ d]^ fkmi^b `n cblk�m^fd_� cfo ����#�#� e_ �]cd^g^b �`k �cfd d]^ j`mmcfo d` o`~ �^b^ cb^ d�`^�cmah^_ _emah� d` ciib^gecd^ j`mmcfo_ �ed] h`fl fcm^_�
��)��WW
�*�
����
��*���#���
��)��WW
�*�
W���
W��5#����W��

\]^ �b_d h^d_ k_ �bed^ put�}��w#|qrx� d` kfo^bhef^ _`m^d]efl~ \]^ _^j`foh^d_ k_ �bed^ p�s����s��}#u��� d` ^fd^b c mkhdej`hkmf� ef ^ed]^b c dcikhcb`b cf cbbc� ^fgeb`fm^fd� _acffefl & j`hkmf_ cfo j^fd^b^o~\]^ hcd^� j`maeh^b �ehh f`d h^d �`k k_^ c fcm^ d]cd e_ chb^co� i^efl k_^o~
)`b ^�cmah^� en �`k _a^jen� prw�s���zrv�p�����~~~� �`k �ehh l^d c ncdch ^bb`b
m^__cl^ _efj^ d]^b^ e_ chb^co� c p���� j`mmcfo~� b^hcd^o k_^ e_ �]^f d]^ j`mmcfo b^�keb^_ _`m^ hef^_ `n j`o^~ �`f_eo^bd]^ n`hh`�efl ^�cmah^�
��)��WW
�*�
�����
W����
��A#��(#�5����
E�E�
(�5
 ��E��
��
W����
�����
��*�(#�5���� ��
�p���� e_ k_^o d` ^f_kb^ d^�d m`o^�~ �`� p��� ⇒ cfo� ]cgefl o^�f^od]^ p��� j`mmcfo� �^ jcf k_^ ed ef `d]^b f^� j`mmcfo_~ )`b ^�cmah^�
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ef d]^ ab^cmih^ 
 _a^je�^o� 
��)��WW
�*�
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���*
��� \]^f�
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�`m^ j`mmcfo_ cb^ _a^je�jchh� n`b mcd] m`o^� ikd �^ �cfd d]^m d`
�`b( ef cf� m`o^~ \]e_ e_ cj]e^g^o i� d]^ j`mmcfo� pwr}uyw�z#|�����
!�&� �~ )`b ^�cmah^� j`f_eo^b prw�s���zrv�p	}��
��	���
��~ 
n �^ cb^chb^co� ef mcd] m`o^� p	}�q
�� e_ b^ahcj^o i� 	��q
�� d` ab`okj^ Gi+j

�`d]^b�e_^� en p	}�q
�� e_ _a^je�^o ef d^�d m`o^� ed e_ b^ahcj^o i� �	��q
���d` akd ed efd` mcd] m`o^ �b_d~ \]k_� �^ jcf _a^jen� p	}�!&�!������� f`
mcdd^b �]ej] m`o^ �^ cb^ ef� cfo `idcef d]^ j`bb^jd b^_khd~�f`d]^b b^c_`f d` ]cg^ `kb `�f j`mmcfo_ e_ n`b j`f_e_d^fj�� acbdejkhcbh�`n f`dcde`f~ �kaa`_^ �^ ]cg^ c (^� d^bm� he(^ d]^ �&�� !���# `n c mcdbe�~
�`m^ ckd]`b_ �bed^N (A)

� _`m^ �bed^ 
��A� cfo d]^b^ cb^ _dehh m`b^ _�mi`h_a^`ah^ k_^~ �^ jcf j]``_^ `f^ cfo o^�f^
prw�s���zrv�prut��pwr}uyw�z#|�p�z#|szt�����~

\]^f� �^ jcf �bed^ prut��� d` `idcef N ��� �cfo �^ jcf i^ ef d^�d `b mcd]
m`o^ �]^f �^ �bed^ d]e_�~ �`m^ akihe_]^b_ ]cg^ d]^eb `�f f`dcde`f� _` �^
mk_d i^ jcb^nkh f`d d` `g^bbeo^ d]^m �ed] `kb_~ � �c� d` o` d]e_ e_ d` j]``_^c oe�^b^fd fcm^� he(^ ��rut� d]^f coo d` d]^ ab^cmih^�
��)��WW
�*�
��������
W�����
cfo _a^jen� pu}wrut ef d]^ o`jkm^fd~ 
n �`k f^^o d` k_^ d]^ akihe_]^b�_�_emah� j]cfl^ d]^ `f^ hef^ d`�
��)��WW
�*�
��������
����
��]^b^ d]^ akihe_]^b�_ j`mmcfo fcm^ e_ prut�~\]^ ab^cmih^ jcf i^j`m^ g^b� h`fl c_ �^ coo `kb j`mmcfo_� _` ed
e_ k_^nkh d` akd d]^m ef c _^acbcd^ �h^� _c� ��vw�}	#w� �f`d^ d]^ 	#w�_k���~ \]^f� �^ k_^ d]^ pqr{u# j`mmcfo d` ]cg^ d]^ hcd^� j`maeh^b b^coed �]^b^g^b ed e_ ahcj^o~ 
f acbdejkhcb� d]^ ab^cmih^ `n d]e_ o`jkm^fd j`fdcef_d]^ j`mmcfo�
#�(�5�W�*����
�\]^ _k�� 	#w� e_ c__km^o~� "e�^b^fd _`kbj^ �h^_ j`kho _emah� efakd d]e__cm^ �h^� _` okahejcde`f `n �`b( e_ cg`eo^o~
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\]^b^ cb^ dem^_ �]^f �^ ab^n^b _`m^ fcm^ `d]^b d]cf d]^ o^nckhd~ \cih^ !!_]`�_ d]^ j`mm`f fcm^_ �^ mel]d �cfd d` j]cfl^~ )`b ^�cmah^� ef d]e_
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o`jkm^fd d]^ �\cih^ `n �`fd^fd_� �c_ `idcef^o i� _a^jen�efl d]^ n`hh`�eflef d]^ ab^cmih^�
����)��WW
�*�
���5��5��
W���

��� �� 	��5��5���
\cih^ !!� 
fdbef_ej �cm^ 'cbcm^d^b_

�]cd ed e_ �`� ed e_ jchh^o �(^��`bo��i_dbcjd 
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�5�
W��aa^foe� 
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W�
�]cad^b 
�7
(5���
W�
�`fd^fd_ 
���5��5��
W�

fo^� 
#�*���
W�
�e_d `n )elkb^_ 
�#�5�#A����
W�
�e_d `n \cih^_ 
�#�55
����
W�
'cbd 
(
�5�
W�
@^n^b^fj^_ 
����
W� ;�� 9�B��<: �B@<:
�#��
W� ;�� ���� 9C� �:A��B �B@<:�


`k mel]d �cfd d` j]cfl^ d]^ fkmi^befl `n _`m^ efdbef_ej j`kfd^b~ �^_c� cf ^�cmah^ `n d]e_ ef j]cflefl d]^ j`kfd^b_ n`b ^fkm^bcde`f he_d_ �a~ * �~\]^ l^f^bch n`bm e_

����)��WW
�*�
57�����	
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	�����
�f`d]^b ^�cmah^ e_ d` j]cfl^ _^jde`f fkmi^befl ef c b^a`bd o`jkm^fd_d�h^~ \]^ �b_d h^g^h `n oege_e`f e_ c__km^o d` i^ c j]cad^b� _` d]^ fkmi^befl

�ehh i^ �����#�~!#�����(~!&�!#�����)~ ~ ~ 
n �`k ]cg^ f` j]cad^b_� ed �ehh fkmi^bd]^ �b_d _^jde`f c_ �~�~ �c(efl d]^ �b_d h^g^h oege_e`f j]cad^b_ �ehh `g^bj`m^d]^ fkmi^befl ab`ih^m� ikd d]^ n`bmcd `n j]cad^b_ e_ oe�^b^fd� _emehcb d`c i``(~ �c(efl d]^ o`jkm^fd jhc__ cf cbdejh^ �ehh ch_` _`hg^ d]^ ab`ih^m�_efj^ d]^ _^jde`f e_ d]^ �b_d h^g^h oege_e`f~ \]e_ mel]d f`d i^ caab`abecd^ ok^d` `d]^b j`f_eo^bcde`f_� _kj] c_ ^fd^befl d]^ o`jkm^fd efd` c ocdcic_^ k_efl
����

E
�� �]^b^ �`k �cfd ed d` i^ j`kfd^o c_ c b^a`bd� f`d c_ cf cbdejh^~

\]^ �c� d` o` d]e_ e_ c_ n`hh`�_�
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\]^ ab^j^oefl j`mmcfo� p�z$wz#tw##wy� e_ d` mc(^ d]^ � j]cbcjd^b c h^dd^b~
\]^ _kjj^^oefl j`mmcfo� p�z$wz#�#|wy� b^_d`b^_ � d` ed_ _a^jech m^cfefl
�p� e_ n`b j^bdcef _acjefl� ^�kch d` ci`kd ! _acj^_�~
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\]^ prw�wr
qy�r�wr# j`mmcfo ^fcih^_ k_ d` o^�f^ `kb `�f ^fgeb`fm^fd_�cfo d]^ pywrw�wr
qy�r�wr# j`mmcfo ^fcih^_ k_ d` b^ge_^ cf ^�e_defl ^fge�b`fm^fd~ \]^� ]cg^ d]^ _cm^ _�fdc��

��)��	#���W��5���

��n���
�����
�������)��	#���W��5���

��n���
�����
���
�]^b^ ���# e_ d]^ fcm^ `n d]^ ^fgeb`fm^fd� n % fkmi^b `n cblkm^fd_ �̀ med
��� n`b n = 0

�� �#��� e_ �]cd e_ ^�^jkd^o ka`f ^fd^befl d]^ ^fgeb`fm^fd� cfo
#�' e_ �]cd e_ ^�^jkd^o ka`f h^cgefl d]^ ^fgeb`fm^fd~ )`b ^�cmah^� d]^n`hh`�efl jb^cd^_ c �&��	 ^fgeb`fm^fd�
prw�wr
qy�r�wr#�{y����

�p�wxqr��tu}|tw�#� p�wxqr�vw}syq{#q�r�pq#w� p#w�#q#�p#w�#����y��� 
��� � � �wxqr {y���
�p|�qttpyutw�
	
����
	
���pwrv�vw}syq{#q�r�pwrv��tu}|tw�#� � � wrv {y���

\]^f�
p�wxqr�{y����

�qy}# � }u{{�}w pv�#} ptqrw�ywz$
�|u}� #|w #|w�yw� ��tt��}	pwrv�{y����

ab`okj^_�
����� � )eb_d� _kaa`_^ ~ ~ ~\]k_� d]^ d]^`b^m n`hh`�_~
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\]^ o^nckhd mcblef_ cfo _acjefl cb^ _^d �ed] akba`_^nkh gchk^_� cfo �`k
�ehh k_kchh� f`d f^^o d` j]cfl^ d]^m~ �]^f �`k o`� ]`�^g^b� d]^� jcf
i^ j]cfl^o i� _^ddefl j^bdcef acbcm^d^b_ ef d]^ ab^cmih^~ \]^ mcblef_`n d]^ o`jkm^fd cb^ j`fdb`hh^o i� d]^ acbcm^d^b_ _]`�f ef )elkb^  * cfo
o^_jbei^o ef \cih^ !&~ ��^^ \cih^ !� n`b j`fg^b_e`f ncjd`b_� ef acbdejkhcb�
� ad % �!~!� ef~�

)`b ^�cmah^� en �^ cb^ k_efl 81
2 × 11

aca^b� d]^ jkbb^fd _^ddefl_ �_]`�fef \cih^ !&� ib^c( o`�f d]^ ]`be�`fdch acbd_ c_ n`hh`�_�
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�^ jcf efjb^c_^ d]^ d^�d �eod] i� _^ddefl p#w�#�qv#|��#���� ef d]^
ab^cmih^~ )`b ^�cmah^� p#w�#�qv#|��qr efjb^c_^_ d]^ d^�d �eod] d` � efj]^_~\]^ i`o� ^�acfo_ d` d]^ bel]d kfh^__ �^ ch_` j]cfl^ p�vv}qvw�zyxqr~
�cblef _^ddefl_ jcf i^ f^lcdeg^� n`b ^�cmah^� �^ bce_^ d]^ i`o� � efj] i�
_a^jen�efl p#�{�zyxqr��
qr ef d]^ ab^cmih^~ \]e_ mel]d i^ cjj`macfe^o i�efjb^c_efl d]^ d^�d h^fld]~ \]^ �����%&� acj(cl^ ab`geo^_ ^c_� _a^je�jcde`f_n`b acl^ hc�`kd~\]^ p|}{zsw� cfo p
}{zsw� j`mmcfo_ ab`geo^ c lb^cd o^ch `n j`fdb`h`g^b ]`be�`fdch cfo g^bdejch _acjefl� b^_a^jdeg^h�~ �^ mel]d �cfd _`m^ lh`ich_^ddefl_ d` mc(^ b^a^cd^o k_^ `n d]^_^ kff^j^__cb�~ \cih^ !* he_d_ _`m^ �`kjcf _^d �ed] d]^ p}w#twrx#| j`mmcfo� _]`�efl d]^eb o^nckhd gchk^_ �k_^oef d]e_ o`jkm^fd�~
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)elkb^  *� "`jkm^fd �cblef_
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\cih^ !&� �cblef 'cbcm^d^b_
�kbb^fd

'cbcm^d^b �^ddefl† �^cfefl
p���#}$q{ &�~�ad _acj^ i^d�^^f i`dd`m `n i`o� cfo d`a `n

n``d^bp|wzv}w{ !�~�ad _acj^ i^d�^^f i`dd`m `n ]^co^b cfo d`a `n
i`o�p|wzv|wqx|# �!~�ad ]^el]d `n ]^co^b

p|���}w# �~�ad ]`be�`fdch `�_^d d` coo d` efo^fdcde`f `n
i`o�p�vv}qvw�zyxqr ��~�ad ^�dbc _acj^ coo^o cd h^nd �caahe^_ `fh�
d` `oo fkmi^b^o acl^_ en d]^ _d�h^ e_
d�`�_eo^o� ef �]ej] jc_^ d]^b^ e_ ch_` cf
\w
wr}qvw�zyxqr acbcm^d^b�p{z{wy|wqx|# �c*~c�cccad ]^el]d `n d]^ aca^b

p{z{wy�qv#| ��*~!c�ad �eod] `n d]^ aca^bp#w�#|wqx|# ���~c&!��ad ]^el]d `n d]^ i`o�
p#w�#�qv#| &c�~�ad �eod] `n d]^ i`o�p#�{�zyxqr ��~�ad _acj^ coo^o i^n`b^ d]^ d`a `n d]^ ]^co^b
p
���}w# �~�ad g^bdejch `�_^d d` coo d` efo^fdcde`f `n i`o�
†'befd^o k_efl p#|w�����#�#�~

\cih^ !*� �acjefl 'cbcm^d^b_
'cbcm^d^b �^cfefl
#5�W��( _acj^ coo^o d` 
(
���( i^d�^^f ed^m_ ef c he_d~
(
�#�*��5 efo^fdcde`f cd i^leffefl `n acbclbca]~
(
���( _acj^ i^d�^^f acbclbca]_ ef d]^ _cm^ ed^m `n c he_d~
(
���#( _acj^ i^d�^^f acbclbca]_~


f d]^ jc_^ `n he_d acbcm^d^b_� d]^� mk_d i^ _^d cnd^b ^fd^befl d]^ he_d^fgeb`fm^fd~ �"^nckhd_ cb^ b^_d`b^o cnd^b h^cgefl~� )`b ^�cmah^� d]^ he_d_ ef
�!~! �a~ �&� cb^ _acj^o i� o^nckhd gchk^_~ �^b^ e_ �]cd ]caa^f_ �]^f �^j]cfl^ pq#w�}w{�
• \]^ o^nckhd gchk^ `n pq#w�}w{ e_ �~�ad ahk_ !~�ad mefk_ �~�ad� cfo 

]cg^ _cg^o ed i�� p}w#twrx#|�p��twrx#|��pq#w�}w{�~

• �^^ d]^ ci`g^ _acjefl i^d�^^f ed^m_~ �]cd �`k _^^ f^�d e_ �ed]p}w#twrx#|�pq#w�}w{���{#�~
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• �]cd �`k _^^ f^�d e_ �ed] p}w#twrx#|�pq#w�}w{��
�{#�~

• �^�d e_ icj( d` f`bmch i� p}w#twrx#|�pq#w�}w{��p��twrx#|�~

• �^ cb^ icj( d` f`bmch �ed] pq#w�}w{ % �~�ad ahk_ !~�ad mefk_ �~�ad~
)elkb^  � _]`�_ d�` ^fkm^bcd^ he_d_� gcb�efl i� d]^ gchk^ `n pq#w�}w{~

�� ��	� �	�� ���		���
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)elkb^  �� �cb�efl pq#w�}w{ d` j`fdb`h ed^m _acjefl ef c he_d

)elkb^_  � cfo  � _]`� d]^ ab^_^fdcde`f `n cf cbbc� �ed] c {�j`hkmf d`akd ]`be�`fdch _acj^ i^d�^^f d]^ `d]^b d�` j`hkmf_~ �`d^ ]`� j`fl^_d^o ed
e_� _` �^ �cfd d` efjb^c_^ ed_ g^bdejch _acjefl~

�
 �9#�!.$(11(	/$"-$��!./"/�
��
;�� � 9�� � ��1(3$=/$
/� &# (�6#" ( 9��
�� �-!�� � � 3�� � ��1(3$=/$
/� &# (�6#" ( 3�� ��

���;�� � 9�� � ��1(3$=/$
/� &# (�6#" ( 9��
�� �-!�� � � 3�� � ��1(3$=/$
/� &# (�6#" ( 3���#.6$(11(	/��

)elkb^  �� �bbc� �ed] )e�^o �eod] �`hkmf �`kbj^ �@^_khd ef )elkb^  ��

B xB = bN + 1
2
θδbN πNB = cB + 1

2
θδcB

B∗xB > bB + 1
2
θδbB πNN < cN + 1

2
θδcN

)elkb^  �� �bbc� �ed] )e�^o �eod] �`hkmf @^_khd ��`kbj^ ef )elkb^  ��
�^b^ e_ �~& hef^ _acjefl� pywrw�s���zrv�pzyyz�}#yw#s|��
	��

B xB = bN + 1
2
θδbN πNB = cB + 1

2
θδcB

B∗xB > bB + 1
2
θδbB πNN < cN + 1

2
θδcN
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�^b^ e_ �~� hef^ _acjefl� pywrw�s���zrv�pzyyz�}#yw#s|��
	��

B xB = bN + 1
2
θδbN πNB = cB + 1

2
θδcB

B∗xB > bB + 1
2
θδbB πNN < cN + 1

2
θδcN

�cj( d` o^nckhd� pywrw�s���zrv�pzyyz�}#yw#s|��
�

B xB = bN + 1
2
θδbN πNB = cB + 1

2
θδcB

B∗xB > bB + 1
2
θδbB πNN < cN + 1

2
θδcN

�ef^ _acjefl e_ j`fdb`hh^o i� p�z}wtqrw}#yw#s| � ikd ed e_ ^c_e^b d` k_^d]^ $�%$�"'� acj(cl^~ 
`k �ehh ]cg^ j`fdb`h `n d]^ �]`h^ o`jkm^fd� `b �k_d_`m^ hef^_ �]`_^ _acj^ �`k �cfd d` j`fdb`h~
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`k jcf �bed^ j`foede`fch_ d` o` `f^ d]efl `b cf`d]^b �ed] d]^ �	%��
 acj(cl^~\]^ _�fdc� e_

pq�#|wrwt}w����'������������� �� ��&#�������� �� ���!#�
)`b ^�cmah^� _kaa`_^ �`kb ab^cmih^ j`fdcef_
�.#�3+,,(.6$ �-1!. 5+"/

�$ �!� &#.#"5#$�#�0("$�=/$=//�

$� #; 5�$� #; 9�$<+"0 !+. � /�
//$/ /
\]e_ �ehh d^_d d]^ j`foede`f en �`kb �b_d cblkm^fd ^�kch_ �~ 
n _`� ed �ehh abefd
�	
��
	�� n`hh`�^o i� �`kb _^j`fo cblkm^fd� en f`d� ed �ehh o` f`d]efl~\]e_ e_ ehhk_dbcd^o ef �lkb^_   cfo  c~

�+� ,03& !5 
�
�
�-1!. 5+"$�5+"/$?/

)elkb^   � pq�#|wrwt}w �`kbj^ �@^_khd_ ef )elkb^  c�

\vw�\}�t���~~~
�`� mkj] e_ !�!�

\vw�\}�t�
�~~~
�`� mkj] e_ !�!� ����%��
� �

)elkb^  c� pq�#|wrwt}w @^_khd_ ��`kbj^ ef )elkb^   �
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�f`d]^b ^�cmah^ e_ d` o^jeo^ `f acl^ fkmi^befl~ �kaa`_^ d]cd �`k
�cfd f` acl^ fkmi^befl en d]^b^ e_ `fh� `f^ acl^~ 
n d]^b^ e_ m`b^ d]cf`f^ acl^� _kaa`_^ �`k �cfd d` k_^ ]^coefl_ ef d]^ ]^co^b �ed] acl^ fkm�i^b_~ 
`k jcf o` d]e_ c_ n`hh`�_~ )eb_d� �k_d i^n`b^ pwrv�v�su�wr#�� akdptz�wt�tz}#{zxw�~ �k_d cnd^b p�wxqr�v�su�wr#�� akd d]^ n`hh`�efl�
�!� &#.#"5#$�#�0("$�-(�#1#�$"(5 -(�#//$=//$�-(�#5 	"#$#,- 	//$��-(�#5 	"#$&#(6!.�5//

\]e_ �ehh d^_d en d]^ gchk^ `n p{zxwyw��tz}#{zxw� e_ ^�kch d` �~ 
n _`�
d]^b^ e_ `fh� `f^ acl^� cfo d]^ �b_d _dcd^m^fd caahe^_� p{zxw}#�tw�w�{#��~

n f`d� d]^b^ e_ m`b^ d]cf `f^ acl^� cfo d]^ _^j`fo _dcd^m^fd caahe^_�p{zxw}#�tw�|wzvqrx}�~
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`k jcf j]``_^ f`d d` k_^ ����

E
�� cfo k_^ %��#�#����&"��� ^fgeb`fm^fdef_d^co~ 
`k �ehh ]cg^ j`mah^d^ j`fdb`h `g^b d]^ n`bmcddefl� cfo d]^b^

�ehh i^ f` _`bdefl � d]^ he_d `n b^n^b^fj^_ �ehh caa^cb ef d]^ `bo^b �`k akdd]^m~ 
f_d^co `n d]^ ����
E
� j`mmcfo_� p�q�tq�xyz{|�����q�tq�� cfop�q�tq�xyz{|�}#�tw�{tzqr�� _a^jen� d]^ n`hh`�efl�
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e_ d]^ �eod] `n d]^ �eo^_d hci^h �`k �cfd d` chh`�~ �
d �`b(_ en�`k _a^jen� cc~� �cj] p�q�q#w� e_ cf ^fdb�� c_ o^_jbei^o n`b ����
E
� ef �&

�a~ &��� �ed] ���#� d]^ kfe�k^ eo^fde�^b k_^o i� d]^ psq#w j`mmcfo~ \]^`ade`f e_ cf chd^bfcdeg^ d` ]cgefl d]^ b^n^b^fj^_ fkmi^b^o� cfo �`k jcf ^fd^b
�]cd^g^b �`k he(^~�^b^ e_ c j`mah^d^ ^�cmah^ �ed] d�` b^n^b^fj^_� �]ej] 
 n`bmcdd^o d`clb^^ �ed] d]^ ahcef _d�h^ `n ����

E
��


��A#��57��#��#�A�
(7���DD�
�#�#5�W���W(
�#��� �
#�7�� �������� ��
�� �

#55���
�7 
�* 
���
�*��


W
�#�� 
5��5#5�
7� 
F

��
 	�W(
�#���� 
**#���
X�����Y���#�7#�A 	�W(
��� 6�
*#�A� �
� %DDU �
�#�#5�W�5��� ���
�* � � ���57� 
5��5#5�
7� 

��
 ������

**#���
X����� Y���#�7#�A 	�W(
��� 6�
*#�A� �
�
%V57 �*#5#��� %D
D�
��*�57��#��#�A�
(7��



�!� � ������ 	������

\]^_^ �ehh caa^cb ef d]^ o`jkm^fd�_ he_d `n b^n^b^fj^_ ^g^f en d]^� cb^ f`djed^o~ \]^� jcf i^ jed^o ef d]^ _cm^�c� o^_jbei^o ef �&� i� psq#w�s��{zrq�r�cfo psq#w�#w��� b^_a^jdeg^h�~ �]^f jedefl �fkd]�_ i``(� n`b ^�cmah^� �^`idcef (!) ef d]^ d^�d~ �hd^bfcdeg^h�� �^ jcf ^�^bje_^ d]^ `ade`f�
�#�#5�W @���57� %D
DC�5��� ���
�* � � ���57� � � �

ef �]ej] jc_^ psq#w�#w�� ⇒ (�fkd]� �c c)~
�`m^ akihe_]^b_ leg^ �`k f` j]`ej^� ikd en �`k cb^ �bedefl c b^a`bd cfo]cg^ j`fdb`h `g^b d]^ n`bmcddefl� ed l^f^bchh� ]^ha_ d]^ b^co^b d` (f`� _`m^�d]efl ci`kd d]^ jedcde`f~ \]k_� (�fkd]� �c c) e_ ab^n^bb^o d` (!) i^jck_^ed emm^oecd^h� leg^_ d]^ b^co^b efn`bmcde`f ci`kd d]^ o`jkm^fd �ed]`kd]cgefl d` �ea d` d]^ ieihe`lbca]� _^jde`f~
�ed] �`k ef j`fdb`h� d]^b^ e_ f` n`bmcd m`fed`befl� _` ^cj] ^fdb� caa^cb_]`�^g^b �`k akd ed� ^g^f en d]^b^ cb^ efj`f_e_d^fje^_ ef _d�h^~ \]e_ e_ `f^

b^c_`f ed e_ k_kchh� i^dd^b d` k_^ ����
E
�� ^g^f d]`kl] �`k h`_^ j`fdb`h

`g^b �]cd caa^cb_ �e~̂ ~� d]^� �ehh i^ fkmi^b_�~ \]^ iei _d�h^ �h^� _kj] c_
{tzqr 	�}#� caahe^_ ef ^ed]^b jc_^~ �`_d ef_dchhcde`f_ j`m^ �ed] m`b^ d]cfd]^ ic_ej ahcef� cfo ed_ d]b^^ gcbecde`f_ �leg^f `f a~ *��~ �hd^bfcdeg^ i_d �h^_cb^ zs|qszx� �nb`m d]^ 	&"
��
$%��
 acj(cl^�� z{ztq$w cfo {tzqrrz# �nb`m

"%#�#�� �]ej] leg^ d]^ ckd]`b cfo �^cb� _kj] c_ (�fkd]� �c c) ef_d^co `n ( )~\]^_^ acj(cl^_ ab`geo^ ^g^f m`b^ g^b_cdehed� ef ]`� d]^ jedcde`f_ caa^cb �_^^
(*) `b (�� �]cad^b �&)�~


n �`k �cfd d` ]cg^ _^g^bch ieihe`lbca]ej kfed_ ef `f^ o`jkm^fd� _kj] c_cd d]^ ^fo `n ^cj] j]cad^b `n c i``(� k_^ d]^ �q�urq#} acj(cl^� �]ej] �`k`idcef nb`m �\�� (*)~

������� �	��
��

�`� �`k (f`� ]`� d` �bed^ c mcd]^mcdejch o`jkm^fd ef ��\�� !
ε
cfo �`k

(f`� d]^b^ e_ mkj] m`b^ �`k jcf h^cbf d` lcef b^�f^m^fd_~ �^_eo^_ �]cd�`k jcf o` �`kb_^hn d` ^h^gcd^ d]^ �kched� `n d]^ b^_khd_� d]^b^ cb^ mcf�acj(cl^_� cgcehcih^ nb`m �\�� (*)~ )elkb^ c� _]`�_ d]^ ab^cmih^ k_^o n`bd]e_ o`jkm^fd~ �_ �`k i^lef d` k_^ acj(cl^_� ed e_ f^j^__cb� d` i^j`m^ c�cb^`n kaocd^_~ 
`k h^cbf ci`kd d]^_^ cd �\�� (*)~

`k �ehh �fo `d]^b acj(cl^_ k_^nkh� o^a^foefl ka`f �`kb d^j]fejch cb^c~�^b^ cb^ _`m^ acj(cl^_ d]cd leg^ �`k _a^jech _�mi`h_� '���$��� �$��#��$�

�"$�$��� cfo ����'~ �h_`� d]^ "���&�%�� acj(cl^ ^fcih^_ cf ^fgeb`fm^fdd` �bed^ _`kbj^ j`o^ �ed] _dcfocbo hcflkcl^ ^h^m^fd_� cfo d]^b^ cb^ `d]�^b_ �ed] _emehcb ab`a^bde^_ `b n`b acbdejkhcb ab`lbcmmefl hcflkcl^_ �ge�~�
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'��"$'"� cfo ��$%�
�$�~ \]^ �&"��%�� acj(cl^ _a^jeche�^_ ef chh _`bd_ `n lbca]_�efjhkoefl d]`_^ j`mm`fh� n`kfo ef ckd`mcdc d]^`b�~
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)elkb^ c�� �`_d `n d]^ 'b^cmih^ n`b d]e_ �``(

���	���	
\]e_ j`fdcef_ j`mah^d^ dcih^_ `n n`fd efn`bmcde`f cfo ic_ej ��\�� j`mmcfo_~

d e_ o^_elf^o he(^ c b^n^b^fj^ mcfkch n`b ^c_� h``(ka� i^leffefl �ed] \c�ih^ !�� �]ej] leg^_ j`fg^b_e`f cm`fl d]b^^ j`mm`f kfed_ `n m^c_kb^m^fd~

\cih^ !�� �`fg^b_e`f_ `n �`mm`f �fed_ `n �^c_kb^m^fd
ad ef jmad � ~��& * ~�&���

ef �!~!� � !~�*
jm ! ~*� ~&c&� �
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\cih^ !� e_ c lkeo^ d` ]`� m`_d `n d]^ b^mcefefl dcih^_ cb^ `blcfe�^o~�nd^b�cbo_� \cih^ *� leg^_ _a^jech _�mi`h_ d]cd jcf i^ k_^o ef ^ed]^b d^�d `b
mcd] m`o^� cfo \cih^ *� leg^_ d]^ j`mmcfo_ n`b d]^ aejdkb^ ^fgeb`fm^fd~

\cih^ !�� @^n^b^fj^ \cih^_
\cih^ �`fd^fd_
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ẋ


*�5��� ÿ
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